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R ESU M O
È desenvolvida neste trabalho uma teoria cinética para uma mistura de 
gases monoatômicos baseada num método alternativo que combina características dos 
métodos de Chapman-Enskog e Grad, simplificando-os. A partir dele são obtidas as 
equações constitutivas (leis de Fick, Navier-Stokes e Fourier) para uma teoria linearizada 
juntamente com aproximações sucessivas para os coeficientes de transporte. O método é 
aplicado primeiramente para uma mistura de gases neutros e em seguida para uma mis­
tura de gases ionizados. Em ambos os casos são verificadas as relações de reciprocidade de 
Onsager.
iv
A BSTR A C T
Based on an alternative method that combines and simplifies the features 
of the Chapman-Enskog and the Grad methods, a kinetic theory for monatomic gas mix­
tures is developed. The constitutive equations (laws of Fick, Navier-Stokes and Fourier) 
and the sucessive approximations to the transport coefficients are obteined for a linearized 
theory. Neutral gas mixtures and ionized gas mixtures are analyzed within the framework 
of this method. In both cases the Onsager reciprocal relations are verified.
SU M Á R IO
1 IN T R O D U Ç Ã O  01
2 F U N D A M E N T O S DA T E O R IA  C IN É T IC A  04
2.1) A ESTRUTURA MOLECULAR DE UM GÁS ....................................................04
2 .2 ) DINÂMICA DA COLISÃO BIN Á RIA ................................................................... 06
2.3) A EQUAÇÃO DE BOLTZMANN .......................................................................... 08
2.4) DESCRIÇÃO MACROSCÓPICA DE UM GÁS ..................................................15
2.5) A EQUAÇÃO DE TRANSPORTE ..............................................   20
2 .6 ) TEORIA CINÉTICA COM bu CAMPOS ESCALARES ................................... 22
2.7) TEORIA CINÉTICA COM v +  4 CAMPOS ESCALARES .............................. 24
3 O M É T O D O  A LTERN A TIV O  26
3.1) O MÉTODO DE CHAPMAN-ENSKOG............................................................... 26
3.2) O MÉTODO DE GRAD ...........................................................................................31
3.3) O MÉTODO ALTERNATIVO ................................................................................33
3.4) APROXIMAÇÕES SUCESSIVAS PARA OS COEFICIENTES DE 
TRANSPORTE ..................................................................................................................36
4 O M É T O D O  A LTERN A TIV O  PA R A  M IST U R A S 39
4.1) PRIMEIRA APROXIMAÇÃO PARA OS COEFICIENTES DE 
TRANSPORTE ..................................................................................................................39
4.2) GENERALIZAÇÃO DO MÉTODO ALTERNATIVO........................................ 47
5 O M É T O D O  A LTERN A TIV O  PA R A  GASES IO N IZA D O S 53
6 C O N C LU SÃ O  65
A P Ê N D IC E  A - CÁLCULO DAS INTEGRAIS A af}, Faí3, e K aP ........................ 66
A P Ê N D IC E  B - CÁLCULO DO TENSOR (S~l)  69
A P Ê N D IC E  C - CÁLCULO DO TENSOR A ijpr .............................................................70
R E F E R Ê N C IA S  B IB L IO G R Á FIC A S 71
vi
1
1 IN T R O D U Ç Ã O
Os fundadores da teoria cinética dos gases, como Maxwell (1831- 1879) e 
Boltzmann (1844-1906), eram ambiciosos e entusiastas ao tentar explicar os fenômenos da 
termodinâmica e da dinâmica dos gases baseados na hipótese que um gás é constituido de 
um grande número de pequenas partículas, cada uma se comportando de acordo com leis 
mecânicas precisas (as leis de Newton).
O objetivo da teoria cinética dos gases é obter leis para os fenômenos 
macroscópicos a partir de hipóteses sobre a estrutura microscópica de um sistema que é 
considerado como sendo composto, em geral, por átomos e moléculas. Contudo, mesmo 
sendo possível conhecer leis de força que atuam sobre cada partícula, é necessário o de­
senvolvimento de uma teoria estatística tendo em vista o enorme número de equações 
simultâneas (associadas ao grande número de partículas).
Ainda no século XIX, foi estabelecida a base da dinâmica dos gases a 
partir de um conjunto de equações de balanço (de massa, momento linear e energia) e 
das equações constitutivas (leis de Fick, Navier-Stokes e Fourier), que eram derivadas 
considerando o gás como sendo um meio contínuo. Com o progresso da teoria cinética, 
tornou-se possível obtê-las a partir de um conjunto completo de equações de movimento 
(leis de Newton) das partículas que constituem um gás sob certas condições , que equivale 
ao uso da equação de Liouville.
A equação fundamental da teoria cinética é a equação de Boltzmann, a 
partir da qual podem ser obtidas as equações de balanço e as leis de Fick, Navier-Stokes 
e Fourier. Ela foi proposta em 1872 e é uma equação íntegro-diferencial que deve ser 
satisfeita, em geral, pela função de distribuição das velocidades do gás. Por volta de 
1916 Chapman, baseado no trabalho de Maxwell, obteve os coeficientes de viscosidade
e condutividade térmica em termos da razão entre dois determinantes infinitos. No ano 
seguinte, tomando como base os trabalhos de Hilbert sobre aproximações sucessivas para 
a função de distribuição , Enskog conseguiu determinar os coeficientes de transporte para 
gases puros e misturas, além da pópria função de distribuição a partir da equação de 
Boltzmann. Os resultados obtidos por Chapman e Enskog foram rigorosamente iguais [1],
Em 1949 Grad [2] exprimiu a função de distribuição através de uma 
expansão em velocidades, a partir dos polinómios de Hermite, caracterizando um gás 
monoatômico através de 20 campos escalares conhecidos por momentos da função de dis­
tribuição . Desta forma, Grad obteve a primeira aproximação para os coeficientes de vis­
cosidade e condutividade térmica calculados anteriormente por Chapman e Enskog. Nas 
referências [3] e [4] são obtidas aproximações sucessivas para os coeficientes de transporte 
para um gás monoatômico.
Na referência [3] é demonstrada a equivalência entre os métodos de Grad 
e Chapman-Enskog com respeito a aproximações sucessivas dos coeficientes de transporte 
e baseado nestes dois métodos foi proposto um terceiro, o "método alternativo", que com­
bina características dos dois métodos já citados de tal forma que nem a solução da equação 
integral (necessária no método de Chapman-Enskog), nem as equações de campo dos mo­
mentos (necessárias no método de Grad) são utilizadas [5].
✓
E com base no método alternativo que se desenvolve o presente trabalho 
o qual objetiva determinar os coeficientes de transporte num primeiro momento para uma 
mistura de gases monoatômicos e depois para um gás completamente ionizado. Serão 
verificadas tambem as relações de reciprocidade de Onsager.
São utilizadas no trabalho a notação cartesiana para tensores e a con­
venção de soma de Einstein, juntamente com a seguinte definição : parênteses ponteagudos
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em torno dos índices representam a parte simétrica dos tensores em relação aos mesmos
2 FU N D A M E N T O S DA T E O R IA  C IN É T IC A
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2.1) A E S T R U T U R A  M O L E C U L A R  D E  U M  GÁS
Os gases considerados rarefeitos são constituidos de um grande número de 
partículas, separadas por grandes distâncias em relação aos seus diâmetros, que na maior 
parte do tempo se movem independentemente através do volume que as contém. Este 
movimento livre é interrompido brevemente quando ocorrem choques entre as partículas 
e destas com as paredes do recipiente onde estão contidas. O tempo de duração dessas 
colisões pode ser considerado desprezível se comparado com o intervalo de tempo entre 
as colisões. Gases com estas características, em teoria cinética, podem ser tratados como 
gases ideais.
Considere-se um gás ideal constituído de partículas que, por sua vez, serão 
caracterizadas por esferas rígidas de diâmetro a (da ordem de 2 a 3 x IO-10 m). Sob 
condições normais de temperatura e pressão (T  =  273,15K e P  = latm ), um mol desse gás 
ocupa um volume de 2 ,24x1o“2 m3 e contém 6 , 022x l023 átomos ou moléculas. Dividindo 
o volume de um mol pelo número de partículas encontra- se o volume ocupado por apenas 
uma partícula: 3, 72x10 26 m3 ; considerando esse volume como o volume de um cubo, 
cada aresta terá 3,34x10 9 m, logo, a distância média entre os centros de duas partículas 
vizinhas pode ser considerada igual a este valor, que equivale a cerca de dez vezes um 
diâmetro molecular.
Dada uma partícula teste que se move com uma velocidade relativa média 
g, o volume descrito por seu deslocamento e tta2g e o número médio de colisões entre pares 
de partículas é denominado frequência de colisão (i/):
v =  mra2g ,
onde n é  a densidade do número de partículas do gás. Sendo assim, o tempo médio entre 
colisões sucessivas pode ser expresso por :
-  J_ -  1
u' nnafig
Este tempo médio, para gases ideais, é da ordem de mil vezes o tempo de duração da 
colisão ( tc), definido como sendo diretamente proporcional ao alcance efetivo das forças in- 
termoleculares (que, por sua vez, é considerado proporcional ao diâmetro a das partículas) 
e inversamente proporcional à velocidade relativa média da partícula teste
aTc ~  - .
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Cada partícula percorre entre cada colisão um espaço definido como livre 
caminho médio (l) que equivale ao produto do tempo entre duas colisões e a velocidade 
média da partícula (v):
l = v t  .
Quanto às colisões, os resultados experimentais indicam que a grandes 
distâncias, quando comparadas com suas dimensões, as partículas exercem uma fraca força 
de atração sobre as outras, enquanto que a distâncias da ordem do diâmetro molecular elas 
se repelem violentamente. Existem diversos modelos empíricos que descrevem potenciais 
de interação cuja aplicabilidade depende do problema em questão. Pode-se destacar os po­
tenciais : de esfera rígida; de centros de repulsão; do poço quadrado; de Shuterland; 
e de Lennard- Jones.
Para que seja possível a aplicação da mecânica newtoniana, é necessário 
assegurar que os efeitos relativísticos e quânticos podem ser desprezados. Isto será ver­
dadeiro sempre que a velocidade térmica média de uma partícula for muito menor que 
a velocidade da luz no vácuo e ainda se o comprimento de onda de de Broglie de uma
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partícula for muito menor que a distância média entre as partículas. Em geral, gases 
constituídos de partículas neutras a pressões até a ordem de 100 atmosferas podem ser 
considerados gases ideais, pois a probabilidade de ocorrência de colisões ternárias (colisões 
entre três partículas) é pequena em comparação com as colisões binárias. Quanto à tem­
peratura, gases sujeitos a temperaturas entre 50K e 100000K podem ser tratados como 
gases clássicos ideais, pois neste intervalo nem os efeitos quânticos nem os relativísticos 
são importantes. Cabe aqui observar que os limites acima não são fixos devendo ainda o 
gás satisfazer a equação térmica de estado que relaciona pressão, temperatura e densidade 
do número de partículas:
p = nkT ,
onde k é a constante de Boltzmann.
Um dos objetivos da teoria cinética é a determinação de uma função , a 
função de distribuição , que expressa as características médias do conjunto de partículas. 
Será mostrado que a função distribuição deve satisfazer à equação de Boltzmann que 
descreve, por sua vez, o comportamento dos gases em consideração . A equação de Boltz­
mann, que é integro-diferencial, possui um termo dito termo de colisão que pode ser 
determinado a partir do conhecimento da dinâmica das colisões binárias. Na sequência 
será possível obter a equação de transporte.
2.2) D IN Â M IC A  DA COLISÃO BIN ÁRIA
Na mistura de gases monoatômicos que será analisada, podem ocorrer 
colisões binárias tão somente entre partículas monoatômicas. No caso do potencial de 
esfera rígida, por exemplo, e supondo que a força exercida por uma partícula sobre outra 
com a qual colide é dirigida ao longo da linha que une seus centros, ficará especificada a 
colisão binária a partir da determinação das velocidades finais das partículas que colidem 
em função de suas respectivas velocidades iniciais. Supondo que quaisquer forças externas
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sejam pequenas quando comparadas àquelas que tomam lugar quando da colisão, de tal 
forma que seus efeitos podem ser desprezados, encontra-se as relações entre as velocidades 
pré- e pós-colisionais.
Denota-se por (cQ , Cp) as velocidades assintóticas pré-colisionais e por 
(cq i c'p) as velocidades assintóticas pós-colisionais de duas partículas a  e (3. Sejam rnQ e 
mp suas massas e gpa e g^a suas velocidades relativas assintóticas pré e pós-colisionais, 
respectivamente, definidas por:
S0a — c0 ~  CQ, gpa = Cp — CQ. (2.2.1)
Na figura 1, é um vetor que bissecta o 
dades relativas, denominado de vetor de colisão ou apsidal:
  S0a S/3a
0Q i } \ •I S0a gpa |
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FIGURA 1: Colisão entre duas partículas.
Com base nas leis de conservação do momento linear e da energia, as 
seguintes relações são válidas, respectivamente:
maca + mpcp = mQda + mpc'p, (2.2.3)
ângulo formado pelas veloci-
(2.2.2)
90a — 90a• (2.2.4)
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Como os módulos das velocidades relativas são iguais e kpa bissecta estas 
velocidades, então é possível escrever :
g/3o ■ k/3Q = — g0a • k0a = gpa ■ kpa (2.2.5)
e ainda
&0a S0a 2kiga(kíga • g/}Q). (2.2.6)
Combinando a equação acima com a lei da conservação do momento linear, 
equação (2.2.3), obtêm-se as velocidades finais em função das velocidades iniciais :
/ 2 ma
C0 = C0 -  — — —  k0o(k 0a ■ g0a), (2.2.7)m a -f- rrip  J
f  2 ÍTI/J /
c° =  c“ + (2-2-8)
Neste caso, para qualquer colisão direta com velocidades iniciais (cQ ,c/j), 
velocidades finais (cQ ,c^) e vetor de colisão k/jQ , há sempre uma colisão inversa com 
velocidades iniciais (c'a , c^), velocidades finais (ca ,C/j) e vetor de colisão — k ^ .
2.3) A EQUAÇAO DE BOLTZM ANN PARA UM A M ISTU R A  DE GASES 
M ONOATÔM ICOS
As propriedades macroscópicas de um gás podem ser determinadas através 
do conhecimento da função de distribuição . Uma partícula do gás pode ser especificada 
através de um ponto num espaço de seis dimensões (o espaço n) determinado pelas três 
coordenadas de posição e pelas três coordenadas de velocidade; neste espaço um sistema 
de N  partículas será representado por N  pontos com coordenadas (x, c). Desta forma
uma mistura de v gases monoatômicos é caracterizada por uma função de distribuição , 
/q(x, ca, t) com a = 1,2 , u , de tal modo que
f  a(x, cQ, t) dx dca
representa o número de partículas do constituinte a  que, no instante t, situam-se com 
coordenadas de posição no elemento de volume entre x e x +  dx e com velocidades entre 
ca e Cq, +  dcQ.
Considera-se que cada partícula do gás esteja sujeita a uma força externa 
resultante específica (força por unidade de massa) F Q, que neste primeiro momento não 
depende da velocidade das partículas.
Após um intervalo de tempo A t  a posição e a velocidade da partícula 
serão alteradas para x -|- caA t  e cQ + F aAt. Desta forma, o número de partículas que 
ocupam agora o elemento de volume entre (x +  caAt)  e (x -f- caZi<)-|-dx com velocidades 
entre (ca +  F aAt)  e (ca +  FaAt)+dca , no intervalo de tempo entre t e  t+  A t é  :
/ a(x -I- caAt, ca -I- F aAt, t+  At) dx dca.
Na ausência de colisões entre as partículas, estas movem-se de tal forma 
que é válida a seguinte relação :
/ a(x, ca, t) dx dca = f a(x +  cQAt, ca +  F aAt, t+  At) dx dca. (2.3.1)
Mas desde que ocorram colisões, nem todo o grupo de partículas deste 
elemento de volume considerado terá seu movimento dado pela equação acima, pois suas 
trajetórias serão desviadas e suas velocidades serão alteradas de tal forma que elas aden­
trarão outros elementos de volume. Em contrapartida, existirão outros grupos de partículas 
em outros elementos de volume que, também devido às colisões, serão somadas ao primeiro 
grupo. Para levar em conta esta variação da densidade do número de partículas devida
às colisões, supõe-se que o número de partículas do tipo a  que sai do elemento de volume
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aqui considerado, por causa das colisões com as partículas do tipo 0  durante o intervalo 
de tempo A t , seja dado por:
volume considerado, como resultado das colisões com as partículas do tipo 0, é dado por:
r^ d x d C a A t.
Então, a equação do fluxo de pontos de fase para o caso em que ocorram 
colisões corresponde a:
/a (x , ca, t) dx dca -  f a(x +  caAt, ca +  t + A t) dx dca
0=1
Dividindo a equação anterior por dxdcaA t  e passando ao limite quando 
A t  tende a zero, obtém-se a equação de Boltzmann:
A equação (2.3.3) descreve o comportamento dos pontos do espaço de fase 
através da variação da função de distribuição . O termo à direita da igualdade na equação 
de Boltzmann é chamado termo de colisão.
A equação de Boltzmann deve satisfazer às seguintes hipóteses [6]:
r aßdxdcaAt,
onde r aj_j representa uma taxa de mudança da função de distribuição . Da mesma forma, 
o número de partículas do tipo a  que no intervalo de tempo At  adentra o elemento de
(2.3.2)
(2.3.3)
(i) Somente colisões entre pares de partículas (colisões binárias) sãsao con­
sideradas;
(ii) O efeito das forças externas que agem sobre as partículas durante a 
colisão é pequeno em comparação com as forças de interação mútua;
(iii) A variação da função de distribuição é pequena ao longo do tempo 
de duração de uma colisão, bem como ao longo de uma distância da ordem do alcance das 
forças intermoleculares;
(iv) Em quaisquer posição e tempo, as velocidades de duas partículas não 
estão correlacionadas. Esta suposição é conhecida como a suposição do caos molecular.
Para determinar o termo de colisão da equação de Boltzmann considera-se 
a colisão de duas partículas a  e (3 de massas ma e mp, cujos diâmetros são aa e ap. Suas 
velocidades iniciais são denotadas por cQ e Cp, o vetor de colisão é k/?Q e a velocidade 
relativa gpa.
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FIGURA 2: Geometria da colisão I.
Por ocasião da colisão, o centro da molécula (3 encontra-se a uma distância 
aap do centro da molécula a. Supõe-se que a molécula (3 esteja localizada na posição x, 
com velocidade Cp e que, em torno desta posição , as moléculas a  estejam com velocidades 
no intervalo entre ca e cQ +  dca. Em um intervalo de tempo A t  todas as partículas 
com velocidades cp que se encontrarem no interior do cilindro de colisão de volume
Ga/?(kPa • gpa)dkpaAt, podem ser assim representadas:
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fsiX-i C/3, í ) dcpí2q;3( k;3rt • g;3a) dk/3a z l t.
Estas partículas colidirão com outras de velocidade ca que, por sua vez, 
encontram-se no elemento de volume dx.dca, representadas por :
f  Í̂ íÍXíÍCq,.
Portanto, o número total de colisões que ocorrem no elemento de volume 
dxdca e intervalo de tempo A té:
/ Q(x, cQ, t)dxdeafp(x, cp, t)dcpaap(kÕQ • gpQ)dkpQAt. (2.3.4)
Dividindo a equação (2.3.4) por dx.dcaA te  integrando sobre todas as com­
ponentes da velocidade (—oo a +oo) e sobre todas as direções de kpa, que em coordenadas 
esféricas 9pa e t *  possuem os limites 0 < 9pa < f e 0 < e < 2 7 r ,  obtém-se a densidade 
do número de colisões por intervalo de tempo A t  que anula pontos no espaço de fase com 
velocidade ca no elemento de volume dxdea:
J "  f  a(?C->  Cq, Í ) f p  (x, C p , í)aQ̂ (k|(jQ, • g p a ^ í f k p a d c p .  (2.3.5)
Analogamente ao procedimento acima, pode-se considerar a criação de 
pontos com velocidade cQ no elemento de volume dx.dca como sendo resultante da colisão 
de partículas com velocidades iniciais c'Q e c'0 , velocidades finais ca e Cp e  direção do vetor 
de colisão k!pa = —kpa. Isto representa uma colisão inversa.
* 9pa é o ângulo entre kpa e gpa ; t é o ângulo entre o plano que contém 
k/3a e gPa e um plano de referência. Assim é possível definir : dkpQ =  sin 9pad9pade.
Desta forma, a densidade do número de colisões por intervalo de tempo 
A t  que cria pontos no espaço de fase com velocidade ca no elemento de volume dxdca e 
no intervalo de tempo A t  vale:
=  J /á (x > ca> c'0, t)a2a(j{k/ja • gpa)dkpadc0 . (2.3.6)
Na dedução da equação anterior foi também utilizada a relação
dcpdcQ = | J  | dc'0 dc'a, (2.3.7)
onde | J  | é o módulo do jacobiano da transformação e assume o valor 1. Isto pode ser
verificado a partir das equações que relacionam as velocidades pré e pós-colisionais, obtidas
da análise da colisão binária, equações (2.2.7) e (2.2.8).
Para simplificar a notação , introduz-se as abreviações : 
fot f  ^ai )̂?
fa  = /á (X> Ca> <)> (2.3.8)
U = M x,C/3,í),
Í0 =  //j(X>C/?> <)>
e torna-se possível escrever a equação de Boltzmann em sua forma íntegro-diferencial:
~dt +C<* l ) x '+ = é  /  Wofp ~ ’ S 0a)dk0adc0 (2.3.9)
1 * 0= i J
ou, introduzindo os parâmetros de impacto f t eeeo  ângulo de espalhamento X0a =  t t - 2  90a 
(vide figura 3) de tal forma que
a2a0 (fc/Ua • g0 a )  = 9 0 a  b db de, (2.3.10)
então,
ou
D J a  = X  J ( f M ,  (2.3.12)
75=1
onde Da representa as derivadas a esquerda da igualdade e J a f 3) é o operador de co­
lisão (integral a direita da igualdade) . Esta equação descreve a variação da função de 
distribuição f a em um ponto fixo, devido às colisões entre as partículas e sua solução é 
relativamente complexa.
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FIGURA 3: Geometria da colisão II.
2.4) DESCRIÇÃO M ACROSCÓPICA DE UM  GÁS
É possível determinar as propriedades macroscópicas de um gás a partir 
de seus valores microscópicos utilizando-se médias estatísticas (valores esperados) repre­
sentados da seguinte maneira:
a )D EN SID AD E P A R C IA L D E NÚM ERO DE P A R TÍC U LA S
O número de partículas do constituinte a  por unidade de volume na 
posição x e no tempo t é definido por
nQ(x, t) = J  f adca. (2.4.1)
O número total de partículas por unidade de volume da mistura é determinado por
l/




b )D E N SID A D E  P A R C IA L D E M A SSA
A densidade de massa de cada elemento da mistura pode ser expressa por
pa = J  rnaf adca. (2.4.3)




c)D E N SID A D E  DO M O M E N TO  L IN E A R  P AR C IAL
Considerando o momento linear de uma partícula m acf, então, a densi­
dade de momento linear do constituinte a  é representada por
onde vf  é a velocidade linear do constituinte a. A partir disto também é possível definir 
a velocidade peculiar parcial Cf  e a velocidade peculiar em relação à mistura como 
sendo:
C f  =  c? -  v? (2.4.6)
=  c“ -  v,-, (2.4.7)
onde
Vi = H P~̂ vi- (2-4.8)
a=l V
A diferença entre a velocidade do constituinte a  e a velocidade da mistura 
resulta na velocidade de difusão uf,
ui = v? ~ v» (2.4.9)
a partir da qual é possível definir o fluxo de difusão J f ,
Jf = (2.4.10)
✓
E fácil verificar das equações anteriores que vale a seguinte condição :
X ! J ^ =  0’ (2.4.11)
Ot—  1
mostrando que existem v — 1 fluxos de difusão linearmente independentes.
à)E N E R G IA  E  TE M P E R A TU R A
A energia cinética de uma partícula pode ser expressa como então,
a densidade de energia paua do constituinte a  vale:
17





é a densidade de energia interna do constituinte a, haja vista o termo \p ava corresponder 
à densidade de energia cinética do constituinte a.
No cálculo acima utilizou-se a relação
em questão é monoatômico (portanto há três graus de liberdade translacionais), a energia 
interna pode ainda ser escrita como
Combinando as equações (2.4.14) e (2.4.16) encontra-se a temperatura do
constituinte a:
Nos casos a serem estudados neste trabalho supõe-se que todos os consti­
tuintes estão a uma mesma temperatura T =  Ta.
e)F LU XO S E  M O M E N TO S DA FUNÇÃO D IST R IB U IÇ Ã O
O fluxo $ a de uma determinada propriedade molecular 0 a do constituinte 
a  equivale à passagem na unidade de tempo, através de uma superfície, desta propriedade 
que pode ser por exemplo a massa, o momento linear e a energia. Seja uma partícula
(2.4.15)
Considerando o princípio da equipartição da energia e sabendo que o gás
(2.4.17)
da espécie a, com velocidade peculiar Cf, em um intervalo de tempo dt entre duas co-
n. Esta partícula em movimento descreve um cilindro dado pela geratriz C adt e base 
d?S cujo volume vale C Q • n d?Sdt. Este volume contém C a ■ nd?Sdtfadca partículas a 
com velocidades no elemento de volume em torno de C Q. Multiplicando este número de 
partículas pela quantidade <f>Q transportada e integrando-se sobre as velocidades, conclui-se 
que o transporte da propriedade em questão é:
As observações feitas anteriormente são importantes para o entendimento 
dos chamados momentos da função de distribuição , definidos através de :
mentos de primeira, segunda e terceira ordem estão associados ao transporte de massa, 
momento linear e energia, conforme é discutido na sequência.
lisões consecutivas passando através de uma superfície d2S  com um vetor normal unitário
(2.4.18)
onde o vetor fluxo é escrito como:
(2.4.19)
(2.4.20)
O momento de ordem zero é a densidade parcial, enquanto que os mo-
e . l )FLUXO D E M A SSA
Quando a massa (<j>a =  m a) é a propriedade transportada pelas partículas 
a  relativamente à velocidade do próprio constituinte a , o fluxo, de acordo com a equação
e.2)FLU XO  D E M O M E N TO  LIN E A R  PARC IAL ou TE N SO R  P R E S S Ã O  P A R ­
CIAL
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O momento linear parcial transportado pelas partículas a, é dado pela 
propriedade característica <f)a = maC a, o que implica no segundo momento:
Pfj = ™a J  C f C f f adca, (2 .4 .22)
cujas componentes possuem os seguintes significados: os elementos da diagonal principal, 
Pu> P22 e P%3> representam a pressão normal do gás exercida em superfícies ortogonais
às direções 1, 2 e 3 respectivamente; os elementos p“ com i ^  j ,  representam tensões
cisalhantes. O negativo do tensor pressão é denominado tensor tensão ( ty ), ou seja, t,j =  
—pij. A pressão normal do constituinte a  do gás é definida como sendo o traço do tensor 
pressão dividido por três, isto é:
1 1 f
Pa = 3 Pti = 3  J  mQC l fadca, (2.4.23)
recordando que para um gás ideal a pressão é dada por pa — paT
Define-se ainda o deviante do tensor pressão, p%ij>, a partir do tensor sem
traço:
P%ij> =  P% ~ \ p r A  (2.4.24)
e.3)FLU XO  D E E N ERG IA  P AR C IAL
A energia translacional de uma partícula a, dada por 4>a = ^ fC ^ ,  implica 
num fluxo que é identificado com o vetor fluxo de calor qf:
1? = I  ^ C lC r fe d C c ,  (2.4.25)
que é o momento de terceira ordem contraído.
Os fluxos mencionados anteriormente tornam-se conhecidos a partir da 
função de distribuição parcial. Os fluxos da mistura serão definidos na sequência, a partir 
da equação de transporte, para permitir maior clareza dos termos envolvidos.
2.5) A E Q U A Ç Ã O  D E T R A N S P O R T E
A equação de balanço de qualquer propriedade do gás pode ser obtida a 
partir da equação de Boltzmann quando esta é multiplicada pela função arbitrária ij)Q = 
ipa (x, c tt, t) que, por sua vez, pode representar propriedades convenientes associadas à 
espécie a; em seguida integra-se sobre todos os valores de ca, ou seja:
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/ d t  âdCa + J ̂  dxi âdCa + J dc* âd°a
= SZ f  -  fafp) g0a bdbdedc0dca (2.5.1)
A equação acima pode ser reescrita da seguint-e maneira: 
— í  é  f  dc +  Í é  caf  dc í  I C< *^Q | p a ^ a
e t  J  ° + dx, J  J  e t  + c ‘ ê ^  + F' J ã
=  E  A *  -  M U g d T n -
0=1 J
(2.5.2)
Na equação anterior foi introduzida a seguinte abreviação 
d rap =  g0Q bdbdedcpdca,
considerou-se também que:
a) As velocidades moleculares independem da posição , logo,
dc?
(2.5.3)
dxj =  0; (2.5.4)
b) A integral
/  ~ dFJ f a dCa =  /  /  ^ Fi f - < dS- = ° ’ (2 -5 -5)
pois a grandes velocidades a função de distribuição decai rapidamente a zero. Isto é válido 
para pontos infinitamente distantes que compõem o elemento de superfície dSQ com vetor 
normal unitário n f  (utiliza-se o teorema da divergência);
c) À direita da igualdade na equação de transporte foi levada em conta uma permuta de 
símbolos, trocando-se as quantidades iniciais (sem linhas) pelas quantidades finais (com 
linhas), o que equivale à colisão inversa, lembrando também as relações entre estas quan­
tidades estudadas no item dinâmica da colisão binária.
Cada termo da equação de transporte possui uma denominação de acordo 
com sua função nesta que pode ser reescrita desta forma:
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Q\p d
~dt +  Ihi   ̂^  +  ^  =  Sq +  Pa’ (2-5-6)
com
% = J  il>afadcQ, (2.5.7)
= J  Í>QC?fadca, (2.5.8)
Sa = J  F “^ ^ f adca, (2 .5 .9 )
p a =  Í ( • ’Pa -  '’P a ) f a f íò d r a(j +  Í
0=1 J J
'd-ipg aChpa' 
d t C{ dx? fadcQ- (2.5.10)
As quantidades acima representam respectivamente: a densidade da quan­
tidade aditiva arbitrária, a densidade de fluxo, a densidade de suprimento devida às forças 
externas e a produção (devida às colisões e também a produção própria).
2.6) T E O R IA  C IN É T IC A  CO M  5 v C A M PO S E SC A L A R E S
/
E possível obter as leis de Fick, Navier-Stokes e Fourier a partir da equação 
de Boltzmann e, portanto, descrever o comportamento macroscópico de gases próximos ao 
equilíbrio, utilizando o método de Chapman-Enskog [1] ou o método dos momentos de 
Grad [2]. Ambos fornecem uma solução aproximada para a equação de Boltzmann ou, 
em outras palavras, para a função de distribuição . O primeiro método está relacionado 
com a termodinâmica usual, enquanto que o segundo está relacionado à termodinâmica 
estendida. O que define o número de campos básicos a ser utilizado é o método empregado 
e as características do gás em análise. Os coeficientes de transporte também podem ser 
calculados a partir de um método que simplifica o termo de colisão na equação de Boltz­
mann, conhecido por modelo BGK [7]. Este não será apresentado aqui mas a expansão da 
função de distribuição em relação às velocidades a partir da maxwelliana proposta nele [8] 
serviu de inspiração para o método alternativo.
O método alternativo [5] é desenvolvido a partir de uma combinação 
conveniente de características dos métodos de Chapman-Enskog e Grad que resulta em 
uma simplificação interessante conforme será apresentado no próximo capítulo.
Para iniciar a descrição da mistura de gases monoatômicos pode-se deter­
minar, a princípio, os 5v campos escalares:
pa(x, í), < (x , í), Ta(x,t),
que representam a densidade, a velocidade e a temperatura do constituinte a  respecti­
vamente. As equações de balanço podem ser obtidas a partir da equação de transporte
(2.5.2) substituindo-se i/’q pelas quantidades adequadas conforme segue:
a) B A L A N Ç O  D E  M A SSA  P A R C IA L , %  =  ma:
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>9 = 1  ^
c)B A L A N Ç O  DA D E N SID A D E  D E EN ER G IA  DO C O N S T IT U IN T E  a, t/>n =
A partir da equação (2.6.5) pode-se obter uma equação para o balanço da 
densidade de energia interna do constituinte a:
parcial (pa), velocidade (vf) e temperatura (Ta), as quantidades -p% e qf no lado esquerdo 
das equações bem como os termos P “, P® e P?r* no lado direito. Considerando que 
estes não fazem parte dos campos básicos, o sistema de equações fica aberto; eles são 
denominados termos constitutivos. A completeza do sistema somente será possível se os 









Nas equações anteriores aparecem, além dos campos básicos da densidade
2.7) T E O R IA  C IN É T IC A  DOS u +  4 C A M PO S ESC A LA R ES
A partir das equações de balanço parciais, somando em todos os consti­
tuintes e definindo convenientemente algumas grandezas, é possível a determinação das 
equações de campo da mistura:
a) B A L A N Ç O  D E M A SSA  DA M ISTURA:  (Somando a equação 2 .6.1 sobre todos os 
constituintes)
b )B A L A N Ç O  D E M O M E N TO  LIN E A R  DA M ISTURA:  (Somando a equação 2 .6.2 
sobre todos os constituintes)
e o tensor pressão da mistura e o termo de produção (à direita da igualdade) vale zero em 
função da lei da conservação do momento linear.
c)B A L A N Ç O  DE ENERG IA DA M IS T U R A : (Somando a equação 2 .6.6  sobre todos 
os componentes da mistura)
é o vetor fluxo de calor da mistura e o termo de produção correspondente é igual a zero 
em função de lei da conservação da energia.
Desenvolvendo a equação anterior pode-se ainda obter a equação da en­
ergia interna da mistura:
9 , \ d . dvr
+  ( , i + < * Vi) +  ? " ■ & ;  =  0 <2 -7 -7)
/
E possível desenvolver agora uma teoria que leve em conta os seguintes
v -f 4 campos:
pa(x, t) , u,(x, t) , T(x, t),
que representam a densidade do constituinte a, a velocidade da mistura e a temperatura 
da mistura, respectivamente.
Fazendo J f  =  pQuf na equação de balanço de massa parcial (2.6.1) e 
reescrevendo as equações anteriores, obtém-se:
dpa d J f  9paVi
ST + ST, + ST~ = °’ (2'7'8)
dpvj d
~d T  +  dV- (Pij +pViV^  =  z 2 paF?' (2.7.9)
3 0 = 1
d . . d . . dvr
e t  M  (?' + p(VÒ +  = °- (2'71°)
Nas equações de balanço obtidas, os termos constitutivos são dados por 
J f  > Pij e q% que por sua vez, caracterizam os fenômenos de transporte (de massa, momento 
linear e energia) que ocorrem no gás. A determinação destes termos pode ser feita através 
dos métodos da teoria cinética conforme será exposto a seguir.
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3 O M É T O D O  A LTER N A TIV O
Para determinar os termos constitutivos desta teoria: J f  , pij e g, que,
por sua vez, são expressos através das leis de Fick, Navier-Stokes e Fourier, as quais
caracterizam os fenômenos de transporte (de massa, momento linear e energia) que ocorrem 
no gás, pode-se valer, conforme anteriormente mencionado, dos métodos de Chapman- 
Enskog, de Grad ou do método alternativo. Na sequência será exposto resumidamente cada 
método e, para ilustrar suas principais características, eles serão aplicados inicialmente para 
um gás monoatômico. Ao final, o método altenativo será extendido para aproximações 
sucessivas dos coeficientes de transporte e no próximo capítulo será desenvolvido para 
misturas de gases monoatômicos.
3.1) O M É T O D O  D E  C H A PM A N -E N SK O G
Para um gás clássico ideal que é caracterizado pela função de distribuição
/(x , c, f), a equação de Boltzmann pode ser escrita da seguinte maneira:
%  +  Clâc~ +  =  /  Ü í f  ~ h f ) 9 bdbdedcx (3.1.1)
A equação anterior é deduzida da mesma forma que o já feito no capítulo 
2 (vide a equação 2.3.11), nela x é a posição da partícula e c a velocidade no instante 
t ; F, é a força externa específica que atua sobre as partículas; o sub-índice "1 " serve 
para diferenciar uma das duas partículas que colidem; as variáveis b e e são parâmetros de 
impacto; g =  cx — c é a velocidade relativa de duas partículas antes da colisão e as variáveis 
com linha correspondem a velocidades pós-colisionais.
Para um gás monoatômico, é possível utilizar como campos básicos os
seguintes:
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P =  J  m f  dc, (3.1.2)
Vi = \ Í  mc,-̂c’ (3.1.3)
T = lrPj  (3.1.4),
que representam a densidade de massa, a velocidade e a temperatura, respectivamente,
ou seja, 5 campos escalares. Vale observar também que a velocidade peculiar é dada por
Ci = Ci -  Vi.
Multiplicando a equação de Boltzmann pela função arbitrária ip e inte­
grando sobre todas as velocidades, obtém-se a equação de transporte, conforme feito no 
capítulo 2 (equação 2 .5 .2 ):
dip dtp dip
Tt + Ciã í + F<ãí f d cí t j ^  + w j  ' M d c - j
=  J (^í -  ^ ) f \ f  9 b db de dcxdc. (3.1.5)
Substituindo ip pelas quantidades microscópicas convenientes: m  , mct e m C2, encontram- 
se as equações de balanço de massa, momento linear e energia interna, respectivamente:
dp dpvi
7 =  ° ’ (»■«)
^  +  (317)  
^  +  a f e ^ + w g  =  a  ( 3 i 8 )
Os termos constitutivos a serem determinados nesta teoria são pij e ç„ 
que precisam ser relacionados com os campos básicos (p , u, e T).
A idéia básica do método de Chapman-Enskog é dividir a função de dis­
tribuição em dois termos aditivos, o primeiro consistindo na função maxwelliana (a qual
caracteriza o estado de equilíbrio) que fornece os valores locais da densidade, da velocidade 
e da temperatura. Este primeiro termo corresponde à primeira aproximação da função de 
distribuição . O segundo termo consiste em um desvio da função de distribuição de Maxwell 
e corresponde à segunda aproximação da função de distribuição . É dele que resultam as 
grandezas de transporte por sua vez relacionadas ao deviante do tensor pressão (deviante 
da velocidade) e ao fluxo de calor (gradiente de temperatura).
Sendo assim é possível escrever para a função de distribuição :
/  =  / (0) (1 +  $ ), (3.1.9)
onde é a função de distribuição das velocidades de Maxwell:
-/n\ P ( m  \ i  mC2
e $ é o  desvio da maxwelliana.
Desta forma, pode-se utilizar as definições do tensor pressão e do fluxo de
calor e escrever:
Pij = J  mCiCjfdc = pSij +  J  m C iC j f ^ M c  (3.1.11)
/ C2 f  c 2m — Cifdc = / m — C i f^ ^ d c  (3.1.12)
Então, para determinar o tensor pressão e o fluxo de calor é necessário
conhecer o desvio da função de distribuição em equilíbrio. Isto é feito a partir da equação
de Boltzmann.
Inserindo a expressão para a função de distribuição , equação (3.1.9), na 




I W  = /  / (0)/ i  <P) gbdbdedc, (3.1.14)
A equação (3.1.13) foi obtida para uma teoria linearizada, o que implica 
na manutenção apenas de termos lineares no lado direito (integral) e no lado esquerdo 
somente as derivadas de /(°) foram levadas em consideração , haja vista serem elas as 
causadoras do desvio #  da função de distribuição de Maxwell. Sendo conhecida a função 
maxwelliana, o lado esquerdo da equação é conhecido, logo há que se resolver uma equação 
integral não homogênea para determinar (P. Este é um problema fundamental em teoria 
cinética dos gases.
Procedendo as derivadas da função maxwelliana na equação (3.1.13), mul­
tiplicando pela função arbitrária ip e integrando em todos os valores das velocidades quando 
ip assume os valores m, mc, e mC2, resultam as seguintes equações :
dp dpvi
W + feT  =  ° ’ <3-L15>
dpvi dipViVj+p^Tôij)
~ õ i  + -------------    pFi’ (3-L16)
9 ( l  P Í 7) k ÕVi
~  ' +  -  a + P - T —^ = 0, (3.1.17)o t oxj m  oxi
que são, na realidade, as equações de campo para densidade de massa, densidade de mo­
mento linear e densidade de energia interna para um fluido de Euler, ou seja, um fluido 
que tem as equações constitutivas dadas por pij =  p Tóy e ç, =  0 .
A partir das equações de campo para um fluido de Euler pode-se eliminar 
as derivadas temporais da equação (3.1.13) que implica em:
f(0) í 5 _  mC2\  Ci d T  rn dvKA
\2 2 k T )  T d x i  k T  1 j Õxj>m =  /[<?]. (3.1.18)
Devido às características desta equação , supõe-se que $  pode ser deter­
minada em primeira aproximação por [1]:
( h  mC2\  Ci ÕT m  dv<i 
~ a \ 2 ~ W f ) l : l t e i + W  * j l& ~ '  (3.1.19)
onde devem ser encontrados os coeficientes
a =  a(p, T), b= b(p, T). (3 .1 .20)
Agora, substituindo £  da equação (3.1.19) na equação (3.1.18), multipli­
cando por C2Cj e por C<fcC)> e integrando em todas as velocidades, encontra-se o valor 
dos coeficientes a e b:
15 m
30
a =  
b =
onde
/ m  \  2
3) (w fer) ’ (3.1.21)
/ m  \k
16pí2(2’2) Kldêf)  ’ (3.1.22)
32 pQÍ2 
5 m
= J  e 72 77 (l -  c°s2 x) bdbdj, (3.1.23)
com x  correspondendo ao ângulo de espalhamento (associado ao potencial de interação
molecular) e f  =
Desta forma encontram-se as leis de Navier-Stokes e Fourier para o tensor 
pressão e para o fluxo de calor:
Pü = í  mCiCjfW  (1 +  *) dc = p - T 6 y  -  2 j i (3.1.24)xj T7Í/ (/iCj  ̂
*  =  /  jm C 2C,/<0» (1 +  S)dc  =  - a J ^ .  (3.1.25)
Nas equações para ptJ e qx ainda é possível identificar os coeficientes de 
viscosidade de cisalhamento e de condutividade térmica expressos respectivamente por:
5 1 f m k T \ *
* = <3 1 -26>
. 15 k
A =    H (3.1.27)4 m  v '
Desta forma consegue-se resolver o problema inicial de encontrar a função 
de distribuição e os termos constitutivos da teoria. É importante notar que os resultados
apresentados são escritos em função dos potenciais de interação molecular, que aparecem
nas integrais (3.1.23). Estes valores estão tabelados na referência [1],
3.2) O M É T O D O  D E  G R A D
No método de Grad, a descrição macroscópica de um gás monoatômico 
ideal pode ser feita através de uma teoria dos 13 momentos, quais sejam:
P = J  mfdc, (3 .2 .1)
Vi = i J  mcif dc, (3.2.2)
2 m  f  1 2
= 3 ^ /  2 mC/dC’ <3-2-3)
=  J  mCjCjf dc, (3 .2 .4 )





que representam, respectivamente, a densidade de massa, a velocidade, a temperatura, o 
deviante do tensor pressão e o fluxo de calor.
Substituindo na equação de transporte (3.1.5) a quantidade arbitrária 
Í> pelos valores convenientes: m; mc,; j C 2; mC<iCj> e f C 2Ch obtém-se as seguintes 
equações de balanço de massa, momento linear, energia interna, do tensor pressão e do 
fluxo de calor, respectivamente:
+  ( 3 2  7)
d (pe) d(p€Vi + qi) dvi
- V + -J tol. =  0- (3-2-8)
gPgú> d ( p <v>k + p<tJ>vk) dv^_ dv^_
d t dxk p<tk>dxk> p<3k>dxk> ~  <ij>' ( '
d<li d (qij + qjVj) dVj_ ,  ̂ dVi_ _  p^dpjk Prrdpy ^
dt  dxj PvkÔxk + q k dxk p dx fc 2p d x j ~ Qi- (3-210)
Nestas equações de balanço os termos constitutivos, identificados por pijk\ Py\ e Q„ 
são dados por:
Pijk =  J  mCiCjCkfdc, (3.2.11)
Pç =  J  m  (C-CJ -  Q C j) fifgbdbdedcidc, (3 .2 .12)
%  =  J  j & C i C j f d c ,  (3.2.13)
Qi =  /  y  (C"2C' -  C2Ct) } f xgbdbdedcxdc. (3.2.14)
Outra característica do método de Grad é que, além de utilisar mais cam­
pos básicos que o método de Chapman-Enskog, conforme pode ser observado da descrição 
anterior, ele expande a função de distribuição em termos da função maxwelliana e de 
polinómios de Hermite cujos coeficientes estão relacionados aos momentos da função de 
distribuição o que, em última análise, implica na expansão da função de distribuição em 
termos das velocidades, isto leva a escrever [2]:
/ = / (0)| l  +  — ( — ) [p<ij>CiCj +2qiCi ^ — - i y y  (3.2.15)
Substituindo a função de distribuição (3.2.15) nas expressões para pyk , 
qij , Py e Qi , encontra-se:
2
Pijk g (.Çibjk d" qj bile d" Çkéy) , (3.2.16)
« - 5  H l i r W ’ (3.2.17)
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Nas equações anteriores todos os termos constitutivos foram expressos em 
função dos campos básicos o que permite utilizar um processo conhecido por iteração 
maxwelliana [9]. Esta interação consiste em substituir os termos constitutivos, equações
(3.2.16) a (3.2.19), nas equações de balanço (3.2.9) e (3.2.10) para considerar no lado 
esquerdo destas que p<XJ> =  0 e qx =  0 (o que corresponde à primeira iteração ). A solução 
deste sistema resulta nas leis de Navier-Stokes e Fourier:
^  dv<x
P<ij> =  ~Qx ’ (3.2.20)
, d T
(3.2.21)
As equações para paJ> e qx são idênticas às obtidas anteriormente no 
método de Chapman-Enskog, portanto, o método de Grad implica nos mesmos resultados 
para os coeficientes de viscosidade e de condutividade térmica que os obtidos na seção 3.1 
(vide equações 3.1.24 a 3.1.27).
3.3) O M É T O D O  A LTERN A TIV O
No método de Chapman-Enskog a função de distribuição é escrita como 
sendo formada de duas partes (uma delas é a função maxwelliana enquanto que a outra 
é um desvio desta) de tal forma que o desvio do equilíbrio da função de distribuição é 
obtido a partir de uma equação integral que, por sua vez, é consequência da equação de 
Boltzmann. Resolvida a equação integral, pode-se calcular os coeficientes de transporte.
No método dos momentos de Grad, o desvio do equilíbrio da função dis­
tribuição é dado em termos de seus momentos e os coeficientes de transporte são obtidos 
a partir das equações de balanço através de um esquema iterativo.
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E interessante notar que pode ser provada a equivalência entre os dois 
métodos com respeito às aproximações sucessivas dos coeficientes de transporte [4 ],
Quanto ao método alternativo, pode-se dizer que este combina algumas 
características dos dois citados anteriormente mas de tal forma que não é necessária a 
solução da equação integral, nem são necessárias as equações de campo dos momentos. 
Este método consiste basicamente na utilização da função de distribuição definida em 
termos dos momentos (conforme o metodo de Grad), a partir da qual podem ser derivadas 
as equações constitutivas para o tensor pressão e para o fluxo de calor diretamente da 
equação de Boltzmann (seguindo o método de Chapman- Enskog).
Seja, então, um gás monoatômico caracterizado, conforme visto anterior­
mente, pela função de distribuição /(x , c, t) e que obedece à equação de Boltzmann:
seguintes momentos da função de distribuição , que representam a densidade de massa, a 
velocidade, a temperatura, o deviante do tensor pressão e o fluxo de calor:
(3.3.1)






Ainda neste método a função de distribuição é expandida em termos da 
função maxwelliana e das velocidades implicando para o caso destes 13 momentos em:
que de acordo com o método de Chapmann-Enskog também pode ser escrita como:
/ = / (0)+ / (1)= / (0)( 1 +  <P). (3.3.8)
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Substitui-se na equação de Boltzmann (3.3.1) a função de distribuição
(3.3.8), desprezando os termos não lineares para obter uma equação idêntica à (3.1.13); 
multiplica-se esta por m  , mc, e mC2 e a seguir integra-se em todas as velocidades, o que 
implica nas equações de balanço para um fluido de Euler (vide equações 3.1.15 a 3.1.17). A 
partir das equações para um fluido de Euler é possível eliminar as derivadas temporais da 
equação de Boltzmann, o que resulta numa equação integral da mesma forma que (3.1.18):
/(o)
mC2\  C id T  m  n r i  d v ^
I f ^  C / j O j
2 k T  T d x i  k T dx■j> J
=  /[« ] . (3.3.9)
No método alternativo a integral à direita da igualdade em (3.3.9) é en­
contrada através da substituição da função de distribuição de Grad (3.3.7) na equação de 
Boltzman. Isto resulta em:
r  r * l  1 í  m Xz T t s ,  2  /  TYl \ 2 r  I /  5  m C ’" \  „
[ ] -P< t i >2 p  { k T /   ̂ ’ A q% \ k f )  [ ( 2  _  2k T )  1
2\
(3.3.10)
Agora, multiplicando a equação (3.3.9) por C<fcC;> (e depois por C2Ck) e 
integrando-se sobre todos os valores das velocidades, encontram-se as leis de Navier-Stokes 
e Fourier:
dv<{
P<ij> ~  ' (3.3.11)
Sí = - aJ ^ .  (3.3.12)
Estas equações para e <7, são idênticas às encontradas nos métodos de 
Chapman-Enskog (3.1.19) e (3.1.20) e de Grad (3.2.20) e (3 .2 .21 ), implicando nas mesmas 
expressões para os coeficientes de viscosidade e de condutividade térmica.
3.4) O M É T O D O  A LTERN A TIV O  E AS A P R O X IM A Ç Õ E S SUCESSIVAS 
PA R A  OS C O E F IC IE N T E S  D E T R A N S P O R T E
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Para que se faça uma caracterização mais completa do gás, pode-se au­
mentar o número de momentos da função de distribuição e com isto obter aproximações 
sucessivas para os coeficientes de transporte. Tendo em vista estas aproximações sucessi­
vas, para a generalização do método alternativo, deve-se fazer uso dos seguintes momentos 
da função de distribuição :
p =  J  mfdc, (3 .4 .1)
Vi = ~ J ™cifdc, (3.4.2)
_  2 m  f  1 9T = m J 2 mC fdc' (3-4'3)
P<ii> =  15 (2 / +  5 )M J ’n S f C <iCj>fdc,  s =  0 ,1 ,2 ,... (3.4.4)
=  s =  1’2' 3- '  <3-4-5»
Onde p ,Vi e T  representam a densidade de massa, a velocidade e a tem­
peratura, respectivamente; p<^> =  — |p rr%  são componentes de tensores sem traço
de segunda ordem e <7̂  são componentes de vetores. Define-se ainda (3 =  ^  ; 2 nü =  2 nn! 
e ‘Sj+í sã° polinómios de Sonine cuja fórmula de recorrência pode ser expressa por:
s {s) - Y "  r (n + /  +  D  ( 3C2\k , „ . R,
A:! ( n — k) \r  (k +  l +  | )
Note-se também que =  p<ij> é o deviante do tensor pressão e <7̂  = 
qi é o fluxo de calor. Os demais termos, , (s ^  0 ) e , (s ^  1) não possuem nomes 
próprios.
Considerando-se os momentos dados, aplica-se o mesmo procedimento da 
seção anterior para determinar a função de distribuição (conforme o método de Grad). 
Então:
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/  -  /(») +  /( ')  =  /(») >. 1 +  t  \  . (3 .4 .7 )2 /?2
2 p 5 p í=i
A função de distribuição (3.4.7) é uma expansão a partir da função de 
distribuição maxwelliana, considerando infinitos momentos e velocidades.
Fazendo ainda a analogia com a seção anterior, é preciso estabelecer a 
equação integral (associada ao método de Chapman- Enskog), a qual é obtida quando se 
substituem as derivadas temporais da função maxwelliana no lado direito da equação de 
Boltzmann linearizada, a partir das equações de balanço para um fluido de Euler, equações 
(3.1.15) a (3.1.17). Esta equação integral assume a forma:
/(o) P S ^ C k C i ^  
2 C7X/> T  2 axk =  /[$ ] (3.4.8)
Substituindo a expansão da função de distribuição (3 .4 .7 ) na integral à
direita, obtém-se:
5 = 0 5 =  1
(3.4.9)
Agora, multiplicando a equação (3.4.8) por 0 S 3 c <iCj> e integrando-se
2
em todas as velocidades, fica:
4 dxá> ^ P P<'» '
J  5 = 0
onde Mü,r) é o delta de Kronecker e é dada por:
(3.4.10)
f  s P c ^ i
8 p J 2 2 dc. (3.4.11)
Esta equação pode ser resolvida para o deviante do tensor pressão, o que 
resulta na lei de Navier-Stokes. Multiplica-se (3.4.11) por (J3 )̂ ̂ '  ̂e soma-se em v variando 
de zero a infinito, implicando em:
dxj>
que em primeira aproximação ( í=  0 ) fornece o deviante do tensor pressão:
P<ij> — 2 [p]
dv<i
dxj>




Multiplicando também a equação (3.4.8) por f iS ^ C i  e integrando sobre
2
todos os valores das velocidades, resulta:
16 rn ÔXi ^  '* ’s—\
onde
a M  =  í  S (r)C J  r5 w c ;
4 p J 2 L 2 J dc.
(3.4.15)
(3.4.16)
Resolvida a equação (3.4.15) para o fluxo de calor, encontra-se a lei
de Fourier:
v d T  
qi =  ,
O X i
(3.4.17)
onde o coeficiente de condutividade térmica é expresso por:
4 O M É T O D O  A LTER N A TIV O  PA R A  M IS T U R A S
4.1) P R IM E IR A  A PR O X IM A Ç Ã O  PA R A  OS C O E F IC IE N T E S  D E  T R A N S­
P O R T E
Para desenvolver o método alternativo aplicado a uma mistura de gases, 
denota-se por x e cQ a posição e a velocidade, respectivamente, de uma partícula do 
constituinte a  da mistura, a = 1, 2 ,...,*/. O estado desta mistura é caracterizado pelo 
conjunto das funções de distribuição de cada constituinte:
f a =  / ( x , c a ,<) (a = 1 , 2 ,...,*/),
de tal forma que / a(x ,c a , t) dxdca forneça no tempo t o número de partículas do con­
stituinte a  no elemento de volume dx dca com coordenadas entre x e x  +  d x e  entre cQ e 
Cq. +  dcQ.
A função de distribuição para a espécie a  obedece à equação de Boltz-
mann:
+ + =  É  Í M e - f M ^ i x t o d t d a .  (4.1.1)
* 1 Í =1
Na equação de Boltzmann o termo F f  representa a força externa específica 
que atua sobre as partículas do gás; g^a =  c0 -  cQ é a velocidade relativa de duas 
partículas antes da colisão; b e e são parâmetros de impacto e as "linhas" referem-se às 
velocidades pós colisionais. Além disto, fa denota /(x ,C /j , t).
Considerando o método de Grad, o estado macroscópico de uma mistura 
pode ser caracterizado pelos momentos das funções de distribuição de cada espécie:
40
_  2 ma f  1 ,
T =  3 k T J  2 mCJadCa' t4'1'4)
P<ij> = J  m«Q iC,“>/aáca; (4.1.5)
q? = J  \ r n aC2aC?fadcQ- (4 .1 .6 )
=  ^  } adca\ (4.1.7)
No conjunto de momentos, equações (4.1.2) a (4.1.7), m a, pa e vf  denotam 
a massa, a densidade de massa e a velocidade do constituinte a, respectivamente; p, v, 
e T  representam a densidade, a velocidade e a temperatura da mistura (supõe-se que os 
constituintes estão a uma mesma temperatura); p%tJ> = p? -  \p frSij é o deviante do tensor 
pressão da mistura; qf é o fluxo de calor do constituinte a da mistura e J f  é o fluxo de
difusão. Além disto, Cf = cf — vf  e £“ =  cf — vt são velocidades peculiares.
Para aplicar o método alternativo, inicia-se expandindo a função de dis­
tribuição em polinómios da velocidade peculiar Çf em torno da função maxwelliana 
cujos coeficientes estão relacionados aos momentos (4 .1 .5 ) a (4 .1 .7), ou seja:
/ . = / f ) + / í 1)= /< 0){ i  +  ^ e j " + ^  > +  g«*«? ( n r  - ! )  } .  (41-8)
onde
/ f  =  —  <4 1 -9)m Q \ 2 i r J  ’
m Q
= J f  (4.1.10)
Agora, de acordo com o método de Chapman-Enskog, substituindo f a = 
fa^ + fa '> = fcP (1 +  $ 0 ) na equação de Boltzmann e desprezando-se os termos de segunda 
ordem e superiores, é possível obter:
QfW d f ^  d f ^°J<* 1 ra°J<* , pa°Ja  , , .
+c< + ■ ~ 1“• (4111>
Na equação anterior considera-se apenas as derivadas de fj± \  pois são elas que causam 
o desvio da função distribuição . Quanto à integral I a, esta resulta da substituição da 
função de distribuição de Grad no lado direito da equação de Boltzmann desprezando-se 
os termos não lineares e pode ser escrita como:
h  =  E { /« , [ífÇ ] + r *  [ í f í0]
0=1
+ M í “i — J f  +  UPa




m<*£ _  5 *
2 kT  2 1
7 q ' +  S  0 0
€ J
mp£/3 _  5 I 0 
2kT  2 1 4,‘
onde
r«fl [*J =  J í í ">40) (#„ -  í . )  / “ 4 d 6 *  ác0.
(4.1.12)
(4.1.13)
Multiplicando a equação (4.1.11) sucessivamente por raQ, m acf e ^mac^ e integrando sobre 
todos os valores de cQ, obtém-se as equações de balanço:
dpa dPaV? n.
dt dx{ ’
ÕVi dvi dp A
p m  + pVid 7  +  s 7  =  2 > * F‘ ;Q=1
3 í d T  d T \  dvr




Estas são as equações de balanço para um fluido de Euler, a partir das quais elimina-se as 
derivadas temporais de pa, u, e T  na equação (4.1.11), o que resulta na equação integral:
fS> n ta ,a . (P a tl  5 \  1 d T , Q ta&Qdv<k — (4.1.17)
onde df representa uma força de difusão generalizada definida por [10]:
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com na =  sendo a densidade de número de partículas do constituinte a , n  =  Ea=, "a 
a densidade de número de partículas da mistura e p = 52a=i Pa = EI=i Pa^~T a pressão 
da mistura. Sendo p a  =  — í/q ^  o  potencial químico do constituinte a  e i ]Q a
entropia específica e utilizando as relações [11]
Pa
Pa = ^a a
Pa
drja =  — ( deQ — ^ d p a ) (equação de Gibbs),
T  V P Í  )
é possível, a partir da equação (4.1.18) escrever (recordando que ea =  |  -^):
P~~ = TPa
JL(»±\ + EL
Sx,  \ t )  T
+ Í P - L - 1  ( I




há (r' — 1) forças de difusão generalizadas linearmente independentes.
A multiplicação da equação (4.1.17) por e sua integração sobre




k T P & i
10 p Qpp
2 f t2  f
I >q ça 
« a 1 i<pir-
d£a ol^  (3
(4.1.21)
(4.1.22)
+ J a  p í,v™ (4.1.23)
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Multiplicando a equação (4.1.21) por (/3 *) , em seguida somando em
todos os valores de a  (1 < o < u) e considerando que
(4.1.24)
a=l
é possível obter o deviante do tensor pressão parcial p%l3> ■
A equação constitutiva para a pressão da mistura numa teoria linearizada 
é dada por p<{j> = p%{j>, ou seja:
dvKi
P<ij> — 2// dxj> ’ (4.1.25)
onde
' , =  E E ( ' r ‘)«s (4 1 -26)
0=1 0 =  1
é o coeficiente de viscosidade de cisalhamento da mistura. A equação (4.1.25) é a expressão 
matemática da lei de Navier-Stokes.




- f  < = E^W? - E  r •
pa 0=1 0=\0
. . - [ ^ I a0 
3 PaPP J
-\ § kT\ït, / «fu [si
1 0= i J  J
f *  -
3 paP0
F — 17°L











Multiplicando a equação (4.1.17) por & — §) e integrando sobre
todas as velocidades encontra-se:
5 1 d T
2 T d x - = Y , ( 3 QG«0J ? - (4.1.32)P=i
onde
Gq0 3 lpap 30 k T J  (  2kT  2 )  ^ Ia0 [^1 d^a ~  Fpa (a *  (4-1.33)
+ /  ( ^ f  " 5 ) í‘ í“ fâi ̂ 4 = í ’~ ’
Ha0 — k T
5 \
-  õ 4“^15pQpp J \ 2 k T  2
2 0 o l 'tÎ'ST' í  (  5
(  ™0$ _  j>\
\ 2 k T  2 J
Haa = - - ^ f k T \ Y ^  
15 ^ 2A:T 2
0
(4.1.34)
d£a {a  ^  0), (4.1.35) 
dÇQfa2&T 2 1 Çk
, 1 ! mt>4 _  3 \
2kT  2 ) aa
ma£a _  - a
2 ifcr 2 / dí«}
(4.1.36)
Resolvendo as equações (4.1.27) e (4.1.32) é possível encontrar o fluxo de 
calor qf e o fluxo de difusão J f ,  bem como o fluxo de calor total q,.
Se for considerado o vínculo (2.4.11), a equação (4.1.27) pode ser escrita 
da seguinte forma:
V—\ V ~
- f - d ?  =  £  ( 4 *  -  A _) J? -  £
0=1 0=1 Ò
(4.1.37)
A partir da equação (4.1.37), subtraindo-se a í/-ésima da ct-ésima equação 
e utilizando também a (4.1.19), resulta:
Considerando novamente o vínculo (2.4.11) na equação (4.1.32), encontra-
se:
5 1 ÕT i/-i
2 T d x : =  [g«> -  Gm ) J Ï - Y ,
0 = i 0=1
Multiplicando (4.1.39) por e somando em a, fica:
i i = \  E  ( * ' % .  4 ( í ) + É E  (*■ ') i°*> -  G- i  J f .
a=l » \ /  a=1
que pode ser substituida na equação (4.1.38) para levar a:
E ( o - ‘) „ ^ ?  =  r
0=1
_5_ F f  -  F f
dxj \  T  )  T
com
+ T± ± ^  -  í  (*) •
{ ^~ l)a0 =  ~ ,0 — A al/ + A uv\






A equação (4.1.41) pode ser resolvida para o fluxo de difusão (multipli­
cando por D(a e somando em todos os valores de a)
V — 1
^  =  E B <
a=i Ô X
d ( n a - n v \  l F t - n r, 9 ( 1





Jç_ _  k
mQ rriy
V V v — 1
+  T , T , T . D ’<‘ lF - y - F ^
7=1 0=1 a = l
(4.1.44)
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Substituindo agora a equação (4.1.43) na (4.1.40), obtém-se o fluxo de 
calor parcial. O fluxo de calor total para uma teoria linearizada pode ser expresso por:
7 v—' 5 k T  ~
2 m,
7=1 7=1 1
J ' L  J Í I Í  ^ k  k
7=1 e= l
(4.1.45)
que neste caso vale:
onde
i/-i
i ‘ = y i e j ê : ( j ) + E D'»
6=  1
dxi +  —
7Q
7=1 a = l
(4.1.46)
(4.1.47)
V — \* 5 /  k k
6 =  o €m ------------ ̂ ^  \  me ?rv/ô=i
V  V  v — 1
+E  E  E  D<* iG» - G«-i
7=1 Q=1 6=1
(4.1.48)
Agora é possível identificar Dta com o coeficiente de difusão generalizado, 
D( é o coeficiente de termo-difusão e D* é o coeficiente do efeito de difusão-térmica.
Das equações (4.1.44) e (4.1.48) observa-se que:
A  =  D l (4.1.49)
enquanto que da equação (4.1.42) é possível perceber que:
A «  = Dat. (4.1.50)
As equações (4.1.49) e (4.1.50) são conhecidas como as relações de recipro­
cidade de Onsager [11],
Para concluir esta parte, é preciso obter o coeficiente de condutividade 
térmica, A, definido como sendo o coeficiente de proporcionalidade entre o fluxo de calor e 
o gradiente de temperatura quando não há difusão («/“ =  0 ), ou seja:
7=1 Q=1
/
E importante ainda comentar que todas as equações constitutivas (para 
Pij, J f  e qi) obtidas anteriormente são apresentadas em função das integrais ß aß, A aß, Gaß 
e Haß. Estas integrais podem ser encontradas na referência [1] em termos dos potenciais 
de colisão.
4 .2)G E N E R A L IZ A Ç Ã O  DO M É T O D O  A LTER N A TIV O  PA R A  M ISTU R A S
Uma descrição mais completa para misturas de gases monoatômicos é 
possível a partir da generalização do método alternativo, o que consiste em aumentar o 
número de campos básicos na expansão da função de distribuição .
Considerando o método de Grad o estado macroscópico de uma mistura 
de gases é caracterizado pelos momentos das funções de distribuição de cada espécie. Neste 
caso, para obter as aproximações sucessivas dos coeficientes de transporte podem ser uti­
lizados os campos básicos da seção anterior, equações (4.1.2) a (4.1.4), acrescidos de:
^  = I ■ s= 0-1'2'- - <4-2-2>
onde =  p ^  — ^Prr^àij são tensores parciais sem traço e q^*\ vetores parciais. Além
disto, (\ßa^a) são polinómios de Sonine (vide equação 3.4.6) e 2sfi =  2ss!.
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Para uma teoria linearizada, desprezando-se os produtos das velocidades 
de difusão (uf =  vf — vf), segue das equações (4 .2 .1) e (4 .2 .2 ) que:
P < t  =  J  =  P?„>, (4.2.3)
q' m  =  <4-2-4>
?“(1) =  J \ r n aC2aC f f adca =  qf. (4.2.5)
Nas equações acima p%ij > é o deviante do tensor pressão; J f  =  pauf é o
fluxo de difusão e qf é o fluxo de calor do constituinte a  da mistura. Os tensores parciais
sem traço de segunda ordem (s ^  0 ) e os vetores parciais q f ^  (s ^  0 , 1) não possuem 
nomes próprios específicos.
Com base no método de Grad a função de distribuição é expandida em 
polinómios da velocidade peculiar em torno da função maxwelliana local com coeficientes 
relacionados aos momentos dados pelas equações (4.2.1) e (4.2.2), ou seja:
}2 00 . . ..  a i 00
f  = f(°) +  f(i) =  f( o)
J  a  J  a  ' J  a  J  a
9 ft2 (X2i * Pa ST* qa(s) c a  a(s) Pa V "' C a ( s ) c a  c a  o,(s)
0 í=o 2 s=o 2
(4.2.6)
De acordo com o método de Chapman-Enskog, substituindo f a = +
fa^  =  f< i\ l  + $a) na equação de Boltzmann (4.1.1) e desprezando-se os termos de
segunda ordem e superiores é possível obter novamente a equação (4 .1 .11):
d/d°) 0f$)  Qf(°)
^ - +C“t r + F “w  =  í “’ ( 4 ' 2 ' 7 )
cujo lado direito pode ser escrito como:
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onde I ap [$a] é dada por (4.1.13).
A partir das equações de balanço para um fluido de Euler, equações
(4.1.14) a (4.1.16), elimina-se as derivadas temporais de pQ, u, e T  na equação (4.2.7), 
o que resulta em:
n
2 (4.2.9)
onde d“ representa a força de difusão generalizada definida por (4.1.18).
A multiplicação da equação (4.2.9) por £?,•£*> e integração sobre
2 J
todos os valores de resulta em:
onde <5(°’r) é o delta de Kronecker,
fl{r,s) _  k T ( 3 afi0 f  ~a(r)éa ta  t
~  T õ ^ y ò i ^ > ia0
qP(S) tP tP Ç <pÇç> d£a OL^ 0
(4.2.10)
(4.2.11)
a(r,s) _  1 \  ' f  q a(r) ca ta  r q a(s) ta  ta
— íOplX^J 1 pq> L I <̂p̂ >
+ / CQ(r) Ca taq>Iaa qa(s) ta  ta dÇa
Nas equações (4.2.11) e (4 .2 .12) fez-se uso da relação
I<ij>klP<kl> =   ̂g J [£<r£s>] df^j P<ij>-
(4.2.12)
(4.2.13)
Ainda da equação (4.2.11) observa-se a seguinte simetria:
f iM  _  /a(í-r) 
PaP — P Pa ■ (4.2.14)
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A partir do cálculo das integrais 0 ^ s\  a equação constitutiva para a 
pressão parcial p%ij > pode ser obtida a partir da equação (4.2.10), levando em conta aprox­
imações sucessivas. A equação constitutiva numa teoria linearizada (Lei de Navier-Stokes) 
para a pressão da mistura, p < é  dada por p<tJ> = Yla=i P<ij>-
Multiplicando, agora, a equação (4.2.9) por f3aS ^ Ç ?  e procedendo a
2
integração sobre todos os valores de £Q, segue que:
+ - - £ £  I *  w -  ( « . « j5=0 ß=\2 T d x iß Q




a M  =  - L1 ß l k T  
3 P\
(4.2.17)Q(r,s) _  _  1 ßaßßkT f  Q(r)
a *  ■ 3 ^ r y 5 i 4 ^
¥ { ±  J  S f k V a ß  [S |(% ]  +  S f r)$ Iaa  Jj (4.2.18)
sendo válida a seguinte relação de simetria:
_  (*,r)
aß -  aßa ■ (4.2.19)
A equação (4.2.15) pode ser desdobrada em outras duas equações e para 
isto considera-se r  =  0 e r  ^  0. Quando r = 0, as u equações não são linearmente 
independentes conforme mostra a equação (4.1.20). Então, utilizando o vínculo dado pela 
equação (2.4.11) é possível escrever, a partir da equação (4.2.15) com r — 0:
1/ OO 1/ 0
ß = l
V - \
5 = 1 ß = l
= E  H T  - <e>] j? - E E  W > .  («-so)
0 =  1 3=1 0=1
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A partir da equação (4.2.20), subtraindo a u—ésima da a —ésima equação 
obtém-se as seguintes u — 1 equações linearmente independentes:
- K f - 7 )  =  E [ “ S 0, - “ S 0) - 4 ? » + a ;T a  Hl/' L
(0,0)VV
0 =  1 
OO V
Jf-
E E f *5 = 1 0 = 1
(°>*) _  (0,s)
a a0 » (4.2.21)




5 rrQ( k k \ d 
"*"2 '  mQ tí\, cte, \  Ty
=  E [ « y - o S 0) - “ 2 ;0) +  4 r )
- E E  a
5=1  /3 =  1
J 0’5) _a Q/J rfM. (4.2.23)
Para 0 e utilizando-se as equações (4.2.4) e (2.4.11), a equação (4.2.15) 
assume a seguinte forma:
5 1 d T  1 A  2 „ mm /jfoi ^ ^ 2 ,  m,i ms)^  = - E  £% W  - E  E
0=1 í =i 0=1
=  E  -  <&'] J < -  E  E  f  A > < W >  • (4.2.24)
0=1 S =  1 0=1
Conhecidas as integrais pode-se determinar as equações constitu­
tivas para o fluxo de calor (<7“) e para o fluxo de difusão ( J “) do constituinte a da 
mistura. O fluxo de calor total (g,), numa teoria linearizada, pode ser escrito como
«  =  n  («? +  ! £ • /? ) •
A partir das equações (4.2.23) e (4.2.24) em primeira aproximação resul­
tam as equações (4.1.38) e (4.1.39) já  resolvidas na seção (4.1), onde podem ser feitas as 
equivalências entre os coeficientes:
o (0’0) -  A „a a/3 ~  A api
^(04)   pa a/3 ~  <̂*01
=  Ga0 ,
a ^ - 5 1 H *
a <* ~  2 Paflp
que relacionam as integrais (4.1.28) a (4.1.31) e (4.1.33) a (4.1.36) às integrais (4.2.17) e 
(4.2.18).
Para o cálculo do tensor pressão utiliza-se a equação (4.2.10) que, em 
primeira aproximação , reduz-se à equação (4.1.25), a qual implica na primeira aproximação 
do coeficiente de viscosidade de cisalhamento (4.1.26).
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5 O M É T O D O  A LTERN A TIV O  PA R A  G A SES IO N IZA D O S
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O objetivo deste capítulo é aplicar o método alternativo para um gás 
ionizado cuja dinâmica é governada pelas interações das partículas com os campos internos 
produzidos por elas mesmas e com os campos externos aplicados. À medida em que as 
partículas carregadas se movem, elas geram concentrações de carga positiva ou negativa 
que resultam em campos elétricos. Este movimento também pode ser responsável por 
correntes elétricas e campos magnéticos.
A interação das partículas carregadas com os campos eletromagnéticos é 
dada pela força de Lorentz F a tal que, no sistema de unidades MKSA:
F° = eQ [Ei +  (cQ x B )t] , (5 .1)
onde F "  representa a força a que uma carga elétrica do gás está sujeita quando se move 
com velocidade cQ na presença de campos resultantes elétrico E e indução magnética B; 
a carga do constituinte a  é denotada por eQ.
Para que seja possível explicar e prever diversos fenômenos macroscópicos 
considera-se que as propriedades macroscópicas do gás ionizado são devidas a médias asso­
ciadas ao comportamento coletivo de um grande número de partículas. Sendo assim pode 
ser adotado um tratamento estatístico a partir da teoria cinética dos gases, considerando 
a equação de Boltzmann [12] e [13].
Então, denota-se por x e ca a posição e a velocidade, respectivamente, 
de uma partícula do constituinte a  da mistura (a =  1 , 2 ,..., v). 0  estado desta mistura é 
caracterizado pelo conjunto das funções de distribuição de cada constituinte
fa  = f ( x , c a , t ) (a = 1 , 2 , . ..,i/)
de tal forma que / a( x ,cQ,t) dxdca forneça no tempo t o número de partículas a  no 
elemento de volume dx dca com coordenadas entre x  e x  + dx e entre cQ e ca +  dcQ .
A função de distribuição para a espécie a, / a, obedece à equação de Boltz-
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mann:
T í f +<=?f r  +  [Ei +  (c“ * B )<! i f  =  è  (5.2)
Na equação de Boltzmann, o termo jg- [£?, +  (cQ x B )J representa a força de Lorentz por 
unidade de massa a que uma carga elétrica do gás está sujeita.
Considerando o método de Grad o estado macroscópico do gás ionizado 
pode ser caracterizado pelos momentos das funções de distribuição de cada espécie. Sendo 
assim, utiliza-se o conjunto das equações (4.1.2) a (4.1.7).
Para aplicar o método alternativo inicia-se expandindo a função de dis­
tribuição em polinómios da velocidade peculiar £“ =  c“ — vt em torno da função de dis­
tribuição de Maxwell, equação (4.1.9), cujos coeficientes estão relacionados aos momentos
(4.1.5) a (4.1.7), ou seja:
12 r 4 ía „ / Í U S  5 '
/ . = / i 0)+ / i 11 =  / i 0) { 1 + y j s n  + ^  + 1  í?«f ( (5.3)
que equivale à equação (4.1.8).
Agora, de acordo com o método de Chapman-Enskog, substituindo f a = 
fa^  +  fa^ = f a \  1 +  $ Q) na equação de Boltzmann (5.2) e desprezando-se os termos 
de segunda ordem e superiores (associados a produtos das velocidades peculiares £“), é 
possível obter:
^  +  (ff  +  , )  f .  +  +  -  « .  x B ) , /< » » ^  .  (5.4)
o t dxi ma ocf ma ocf
onde considera-se, além das derivadas de fa \  o termo ^  (Ça x B) que poderá
ser significativo para velocidades das partículas e induções magnéticas grandes. Define-se 
também o campo auxiliar
*Si =  E{ -b ijktyBk' (^-̂ )
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Quanto à integral I a, esta resulta da substituição da função de distribuição 
de Grad no lado direito da equação de Boltzmann, desprezando-se os termos não lineares, 
e pode ser escrita da mesma forma que a (4.1.12):
2
"*~5
_  5\  Q
2kT  2




ß 2 2“ a a | r 
—  ?» +  cPa 5
/  mp£p 
2/sT
< i j >
(5.6)
Substituindo as derivadas da maxwelliana e as derivadas do desvio #a 
(escrito a partir da equação 5.3) na equação (5.4) obtém-se:
,(0) í  }_dPa_ í  rriaÇl _  3 \  1 d T  | mQ dvj
Ja | p Q dt \ 2 k T  2 J T d t  k T  d t
+ (Z? + Vr)
1 dpg í  m a£l _  3 \  ^  9 T  rha dv^ 




Til (PMultiplicando a equação (5.7) por ma , m acf e , integrando em
todas as velocidades e somando- se as duas últimas em todos os constituintes, obtém-se as 
equações :
a ,„  +  a ^  =  0. (5_g)
dt dxi
dvi dp dvi -A  ea „  A  eQ
+  õ +  /   ̂   (J x B )- ;ío j. íj ' TOn rn~dxi dxr Q=1 a = l mn
3 / a r  a r \  „.a»,




que podem ser utilizadas para eliminar as derivadas temporais da equação (5.7) o que leva 
a:
/ w . «
1 dpa _  1 dp I y ,  p0e0 ea |  „
pa dxk p dxk \ ^ p m 0 m a
1 d T  ( ß aeQ
T d x k ^
+/u k ,° V̂Xi> p a
e-  ( e  x B )t  â .
— É  —  (J í  x B )t  -  —  (J ° * B )«
P j ^ ™ ß
mt Pa
=  /«. (5.11)
A multiplicação da equação (5.11) por y-^a e sua integração em ÇQ conduz
a:
Pa
-  Y  (J0 x B ) . -  — -  (JQ x BV 
P j T [ m ß m  nma p
=  £  A a  J f  -  Y ,  'ßDF° e £ '  (5-12)
ß=\ ß=\
onde A a0 e Fa0 são dados pelas equações (4.1.28) a (4.1.31) e df representa a força de 
difusão generalizada definida por:
ta _  1 9pa _  Pa dp „
1 p dxi pp dxi “ *
Pa \  'v Pß &ß &a PaE V _n mav p mß m * p (5.13)
Multiplicando a equação (5.11) por ^  ~  §) e integrando sobre
todas as velocidades, encontra-se:
2 T dx i ma pa \ k T )
V V v —1 v
= Y .P ° G°0J?- = E '3« ^ » - F^ JÍ< - E  *■■»«?' <514)
ß=i ß=\ ß=\ 0=1
onde Gaß e Haß são dados pelas equações (4.1.33) a (4.1.36).
A partir da (5.12), subtraindo-se a a-ésima da i/-ésima equação , encontra-
se:
-í> (J 0  X B )i “  X B )«\Pa  P v J  Pa ma p v m»




T  \  mQ m,,
+  M  d /  1
2 \ m Q dxi \  T
+ J _ Í 2 _  ( j *  x B ) t. -  —  —  ( J "  x B ) t.
Pa T^a Pi/
i/-l
= E  ^ a0 ~ ^  ~ -̂ ai/ + ~ E  ^ 0 ^ a0 ~ F''0) (5.16)
0=i P=i
Resolvendo as equações (5.14) e (5.16) para o fluxo de calor g" e para o 
fluxo de difusão J f  , é possível obter também as equações constitutivas para o fluxo de 
calor g, e para a corrente elétrica total J, da mistura a partir de:
• - É ( t f + § £ TJi“)-Q=1
(5.17)
J* = E  -rnnCt—1 (5.18)
Restringindo os cálculos para uma mistura binária, a = I  e a  =  E, onde 
I  representa os íons e E  os elétrons, a equação (5.16) implica em:
êEmi -  e jm E 
m itnE
Ei m jm E d
T  eErrii — ejmE dx{
P e  ~ Pi 1 5 T m/ ~ mE 9 1 1  
2 m/m# dxi \  T
eEp im / +  eipEmE 
P e P i  (e-Emi — e /m # )
( J  x B ) ,  =  (AEE -  A ie -  A ei +  A u )
m Emj
eEmj -  eIm E■Ji
~ t Pe (Fee -  FjE) q f  -  - f i i  (FEj — Fu) q[ , O o (5.19)
onde foi utilizada a relação J f  =  e Ji obtida a partir da definição da densidade de
corrente total (5.18).
A equação (5.14) escrita para os dois constituintes conduz às seguintes 
relações , quando a  =  E  e a  =  / ,  respectivamente:
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5 1 d T
2 TÕXi  m E P e  ' k T J  
= ßE (Fee -  Fie ) -----— ■mi----- Ji -  HEEq f -  HEiq\e^TO/ -  eimE ^ (5.20)
S l f l T / e ,  1 / r n / \ 2 , A 
2 T Ö X ,  m ,p ,  (*77 (B x q )i
=  D, (FE, -  F„) ~ ^ - B Ji -  H , E é  -  W  (5.21)
As equações (5.19) a (5 .21 ) constituem um sistema com três variáveis (q f ,
q{ e Ji) 9ue pode ser simplificado para ser resolvido. Sabendo que a massa do elétron é 
muito menor que a massa do íon, mE m/, pode-se desprezar os termos onde aparecem
F e i ,  F ie  e H-ie =  H e i-  Isto é mostrado no apêndice A, onde são calculadas as integrais
Faß e Haß■ Sendo assim, as equações (5.20) e (5.21) podem ser escritas como:
nE„E a ip rnEmi T 5 1 d T
Q ijqj =  P e F e e ------------------- Jx -  (5 .22)J J e^m/ -  eimE 2 T d x { v 1
r\i 1 o ip rnEmi T 5 1 d T  
Qijqj ßlFlI Ji 7)~rr\~n ’ (5.23)J J eEm[ -  eimE 2 T d x { v ’
onde
Qi = HEBsÿ+ ^ L ^ y {,jtBk (5 .24)
<*•*)
Para obter os valores dos fluxos de calor parciais é preciso conhecer os 
inversos de Qf- e que podem ser calculados sabendo-se que para um tensor da forma
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Sij — a6rj +  beijkBk -f cBtBj, onde a, be c são constantes, vale a seguinte relação deduzida 
a partir do teorema de Cayley-Hamilton (vide apêndice B):
^  -  777 [“ (a + cB2) ~ b{a + CB 2) eijkBk +  (b2 -  ac) BiBj]  ,
onde
I I I  = (a2 + b2B 2) (a + cB2).
(5.26)
(5.27)
Com o auxílio da equação (5.26), as equações (5 .22 ) e (5.23) podem ser 
resolvidas implicando em:
— {Qe^ h Pe Fee
TOgm/
J i -
5 1 d T
eETri[ — eirriE 2 T d x o J
(5.28)
i  = t e 1),) PiFn
mEmi 5 1 d T
eEmi — ejm s  * 2 T d x j (5.29)
onde
"  7h  \Hee6íí + ltE7E ( tï Ï  HEEe*lBk + f e è  (ï?)mE pE \ k T J \ ,
/ / / /  Í F/2/̂  +  m iP !  (kir) Hne*kBk + 4 P/ (ki) J B,-£ r ’
I I I E = H l E + H EB{ ^ - — D l)  B 2
rnE PE
I I I ,  =  ff,3, +  f f„  ( — - / ) ? )  2 B 2.





Agora é possível substituir os valores de qf  e q[ na equação (5.19) para 
calcular J t. Após algumas manipulações algébricas e uma inversão de matriz empregando 
a equação (5.26), encontra-se:
d ( pe  ~ P i \  e-Emi -  eirriE
dxi mjrnE
60
+  2 (R  %  @eFee (QEl)jk ~ Pi Fii ( Q i l)jk + ^ m j r n ^  kTSjh
onde
com
1 d T  
T d x k ' (5.34)
(R~l ) = 1 (  mEmi \  /  / Pef eeH eE PjFfjHfj  5 \
V }ÿ I I I j  \ e E r m ~  a m s )  \ \  I I I E I l h  2 EE)
Pef eeh ee , PlFfiH h  _  5 (36EF 2EEe2EB 2 f î F f r f B 2 \
I I I E U h  2 EE < I I lE m 2Ef)2E +  n i j m j p j  )  y
_  / f^EeEFEEHEE _j_ PjejF fjH n  5 eEpIm I +  ejpErrtE \
V pEm EI I I E p i m i l l l j  2 PipEm jm E )
V I f I eH \ E , m & n  5 , (3%F2EEe2EB 2 , _
I I I e U h  2 EE + I I I Em 2Ep2E +  I l h m j p 2 )  €ijk k
_l_ f í &EeEFEEHEE ^  fife iF fjH n  5 eEpim i  +  eipEmE \ 2
I V pEmEI I I E p i m j l l l i  2 pipErnjmE )
I I I E I l h (5-35)
_  (  V  • ( ( P eF IeB I e . 5 >
' “ U m , - e , m E)  \ H  U h  ~ Ï ÏT ,  2 e ®,!
+  í l34EeEF 2EEHEE +  p fa F j jH n  5 eEpim j  +  ejpEmE\  2 1
V pEmEI I I E p i m i l l l j  2 pipEmEm] )  J
P2e F 2eeH 2ee (32F 2jH 2j 5 V , (  (3%F2EEe|  f i F j r f  \  ~
I I I E I l h  2 EE)  \ I I I Em?Ep2E Illjrrvfpj ) (5.36)
Agora que se conhece J t basta substituir seu valor nas equações (5.28) e 
(5.29) para determinar q f  e qj. Com estes valores pode-se encontrar o fluxo de calor total 
para uma teoria linearizada (5.17), dado por:
<Z, =  qf +  <Á +  l (  m i ~ mE \  IcTJi, (5.37)
2 \m je j  — mEe j )  v '
ou
* = 2 P e F e e  - P i F n  ( Q l X)ió +  (A “ 1) ,2 m im E fjk
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fnEmi T  d ( \iE -  M  ( ___
eEmi -  e imE dxk
_l_ 5 í mErnj 
2 |  eEmi -  e jmE
0 e e F e e  ( Q ÿ ) .. -  0 n F n  ( Q ; ' ) . .  + mE k T 6 „
2 m jm E jk
P e e F e e  {QE )kl - P u F n  ( Qí X)kl +  \  ~ _  ™Ek T 6 t
mivriE ( Q e 1) ü -  (Qix)n
i d T
T  dxi 
(5.38)




eEmi — ejmE dxj
Ve — Vi -  n i - Ë 2 -
T  dx* (5.39)
onde
1 d T
Çi ~  ij T d x j  ®ij
mEmi d
eE mi — eimE dxn
V E -  V i
( i r i).. {e Emj — e/ mE \  
'*•? V rnimE )
Q* =  “ 5  (* '■ )*  ( % %  -  A í 1, ,  ( Q r \  +
K i*  =  -
mEm\




(R  l )ik PeeFee (QE )k] - P u F u  (Q !X)k] +  l ~ ^ £ ^ hT6k
(Qe1)^  ( < ? / % , (5.43)
Qq = - - HbFbb (Oi1)* - 0,F„ (07'),t + l ~niSEEhTSi {R-%. (5.44)
Nas equações acima <r,y representa o tensor condutividade elétrica-, Kij 
é o tensor condutividade térmica ; Ql  e estão relacionados aos efeitos cruzados de
termo-difusão e difusão-térmica. A partir destes coeficientes é possível verificar as relações 
de Onsager [11] que neste caso são dadas por:
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^  ( B )  =  <Tji (—B ) , K xj ( B )  =  K j i  (—B )  (5.45)
Qi (B) = (?;,(-B) =  Q l  (B) =  Qj, ( - B ) . (5.46)
Para completar a teoria é preciso encontrar o coeficiente de viscosidade. 
Isto será possível se a equação (5.11) for multiplicada por /?«£<,•£_,•> e integrada em todas 
as velocidades, então:
2 m Q dxó> + ma k T  ^ riqBqP<^> +  ^ q B qP<rt>) ~  ^  ^ K q̂ <V> ’ (5'47)
onde
JCT , J 2* 2
K a0 — kTPlPl f r a n i« P C 7»« [í5pí?> di.  (a #  0) (5.48)
A partir da equação (5.47) tém-se um sistema de u equações a u incógnitas 
que representam os tensores pressão parciais. A soma destes resulta no tensor pressão da 
mistura.
Para um gás completamente ionizado, a = I  e a  — E, a equação (5.47) 
pode ser desdobrada em:
^ ÕXj> mg n g k T  (€riqB<iP<rj> +  erjqBqp<rt>) =  —KEEP<ij> — K e i^ <X3> (5.50)
0*1) 6 1
^ dxj> mj n jk T  (ertq̂ q̂ <ri> = K jjp < i j > . (5.51)
Levando em consideração que a massa do elétron é muito menor que a 
massa do íon, pode-se simplificar o sistema pois os termos que contêm K ei — K je podem 
ser considerados pequenos em comparação com os demais. Isto pode ser observado no 
apêndice A, onde são calculadas as integrais K a0. Sendo assim, as equações (5.50) e (5.51) 
podem ser escritas como:
eg 1 
mE nEk T (eriqBqójp -{- €?j qBqSíp ) +  ATggé,r<5.IP P<rp> õ Xj> (5.52)
e/ 1 f r> £ r> c \ rs ç c
n jk T  iq̂ q ^ p "i" F  a  fiir6jPrri] P < r p >  ^
dv< t
dxj> ' (5.53)
Desta forma o problema passa a ser a inversão dos tensores de quarta 
ordem (A,-^) que multiplicam p frp> e pI<rp>, nas equações acima, para que estes possam 
ser explicitados.
Assim resolve-se as equações (5.52) e (5.53) para os tensores pressão par­
ciais, o que leva a:
dv<j
dxx> (a = E ,  I ) , (5.54)
sendo f)%ÿ><ki> dado pela equação (vide apêndice C):
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onde os coeficientes aQ e bQ valem:
  1 1 ï   K aa
a ~ 2 m a nak T , a ~  ~2~   ̂ ^
Em uma teoria linearizada, o deviante do tensor pressão da mistura pode 
ser representado por p<y > =  pI<y> +P^XJ> que pode ser obtido a partir da soma da equação 
(5.54) resultando na lei de Navier-Stokes:
o dv<íP<ki> 2r/<y><w>— , (5.56)
onde
V<v><kl> = V<ijxkl> "f" 
corresponde ao tensor de viscosidade cisalhante da mistura.
6 C O N C LU SÃ O
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As equações constitutivas para uma mistura de gases monoatômicos neu­
tros são obtidas a partir da equação de Boltzmann através do método alternativo, con­
siderando uma teoria linearizada. Estas equações estão determinados em (4.1.25), (4.1.43) 
e (4.1.46), que representam a lei de Navier-Stokes, a lei de Fick generalizada e a lei de 
Fourier generalizada, respectivamente. Nas leis de Fick e Fourier, são obtidos os termos 
cruzados associados a termo-difusão e a difusão-térmica. É possível ainda verificar as 
relações de Onsager (4.1.49) e (4.1.50). Na seção (4.2) o método alternativo é generalizado 
considerando aproximações sucessivas para os coeficientes de transporte.
Ao ser aplicado a um gás completamente ionizado (onde são considerados 
dois constituintes, íons e elétrons) o método alternativo possibilita a obtenção das leis 
de Ohm (5.39), Fourier (5.41) e Navier-Stokes (5.54), juntamente com os coeficientes de 
transporte associados. As relações de Onsager em presença de campos externos são dadas 
por (5.45) e (5.46).
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Para o cálculo das integrais dadas pelas equações (4.1.28) a (4.1.31), 
(4.1.33) a (4.1.36), (5.42) e (5.43) é preciso considerar a equação (4.1.13) juntamente com 
a seguinte mudança de variáveis:
g^“ =  & -  Ça (A l)
A P E N D IC E  A
C álculo das in tegrais A ap, Fap, H ap e K ap.
(A2)
Q/Sor   ma£a ~l~ mp£p
mQ +  mp ’
de tal forma que as velocidades peculiares podem ser escritas desta forma:
£q =   (A3)
ma + mp
Çp = GPa + g? a. (A4)ma + mp
Estas mudanças de variáveis implicarão em integrais que para serem resolvidas precisarão 
também dos seguintes resultados [14] que levam em conta o fato de que o ângulo formado 
entre g^Q e g0“ é xpa, além do parâmetro de impacto e (figura 3):
J 9 í Q de =  2itgf3i a cosxpa (A5)
J  t  de = ngpa sin2 XüJij +  tt (3 cos2 xpa ~  l) f i ( A S )
Tomando como exemplo a integral (4.1.28) para A ap, considerando as 
equações (4.1.13) e (4.1.9), esta resulta em:
laß 3 k T  J \2 n k T /  \2 n kT J  ’ K >
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que com a mudança de variáveis proposta nas equações (A.3) e (A.4 ) fica:
1 1 (mamp)F f  (  mp J a \  ç*
3 (kT)4 (2 tt)í r l ( * ma +  mp £ *
g  2 k T
( mQm0 j \  2
^ r 0a ma ( -  ( t \  <fa b db de d ^ a dG0a.ma -f- TYip \ /





3 {mampY (ma + mp)*
1 - ! ? (1,1)1 a/3 ’
ÜÏ0r) = J  í1 “ C0SÍ X0a) â+3e ^°b db dl3a
(A9)
(AIO)
=  mamp 2 
Tfia 2 kT (m Q + m0) 90a'13a = ( A l i )
Na equação (A. 10), o ângulo de espalhamento xpa depende do potencial 
de interação molecular.
Da mesma forma que para Fap o cálculo das outras integrais pode ser 
efetuado resultando em:
A — 3
m l  1/3=
F ap —
16 (27rkT)1 f  mQ\*
3 (ma +  mp)1 ' 771/3
<9(1,2) _  5 0 (i,i)
q/3 2
F  _  8 (7Tk T )2 í r t £  í  2mp
(A13)
« ií2) - + 0 (1-2) _  f  o(M)“ cvrv M /v a>
H ap —
Hn
32 (2tt)* {mampY  
15 (kT )1 (mQ + mp)1
_ 32 (2tt)* np {rn gm pY






t{ ( S )  * 7  « y - . f e )
6 8
+ ( ^ ) ' « Ü 3) +  2^ fl2*>}  +  ■j  {  f  f l £ í » -  « I S ”  +  4 '/»  +  mj£w
v  _  16 ( 2 n ' \ i  (mampY
afi 15 U r ;  (mQ +  m,)§
10Í2^ , ) - 3 « g 2)] ,
K„ - e í £ V < e
np (mamp) 2
0=1 n« (ma +  mp)
2i 1
4 m l




Desta forma é possível considerar estas integrais quando existirem dois 
constituintes (a  =  I ,  E ) ,  conforme acontece no capítulo 5 . Assim, se a massa de um 
constituinte (naquele caso ra#) for muito menor que a do outro (m/), pelas equações 
acima conclui-se que F e i , F j e , H e i , H i e , K e i  e K \ e  são muito pequenas em comparação 
com o valor assumido pelas outras integrais associadas à mistura estudada.
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O teorema de Cayley-Hamilton [15] para um tensor de segunda ordem S 
pode ser expresso da seguinte forma:
S* - I S 2 +  I I S - 1111  =  0,  ( f l.l)
onde
I  — S u ,
( S a f  -  (S 2) J  , (B .2 )
I I I  =  -  (S3) .. -  -5 «  (S 2) .. +  -  ( S a f3 V )n 2 V 6
e 1 é o tensor unitário.
Sendo Sy dado por:
S tj  =  aSij +  beijkBk +  c B iB j ,  (I?.3)
com a, be c constantes, pode-se multiplicar a equação (B.l) por S_1 e resolvê-la para este
tensor inverso o que conduz a:
(S-1) y =  j j j  [a (a + cB2) 6g -  b (a + cB2) eijkB k +  (b2 -  ac) BiBj] , (BA)
onde
I I I  = (a2 +  b2B 2) (a +  cB2) . (B.5 )
A P E N D IC E  B
Cálculo do ten so r inverso (<S-1) .̂
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A P E N D IC E  C
Cálculo do ten so r inverso Aijpr
No capítulo 5, equações (5.52) e (5.53) é preciso inverter um tensor de 
quarta ordem, A >Jpr, para que seja possível obter o deviante do tensor pressão parcial. 
Este tensor que deve ser sem traço em ij e pr, sendo válidas as relações Aypr =  A yrp e 
Aijpr =  Ajipr, pode ser expresso usando teoremas de representação de funções tensoriais 
[16] como:
A < ij>  < Pr>  0/ ( E y iq B q ò jp t - r jq B q ô ip  d" £ pi q B q 6 j r  -|- € p j q B q 6 i r )
~\~b ^ôípSjr d- bjyôjp ~ • ((7.1)
Ainda considerando teoremas de representação de funções tensoriais e 
levando em conta que
(■̂  ) <ij><pr> "4<y Xpr> =  -  d" &in ôj in g ôij &mn )  , (C.2)
onde o lado direito representa a matriz identidade para o tensor A <ij ><ki>, encontra-se: 
(A  1) <ij><kl> ~  4 (52 -j-4 a2^ 2) I b (àjkôü + àjiôik -  -Sijôki^j
d- c d  Q iq B q ô j f ;  d-  ^ l j q B q ò \ k  d-  Cfctq B q S j l  d-  Ck j q B q S n
3a6
d~ (fc2 +  a 2 ß 2 ^  y b i k B j B i  +  ô j i B j B k  d - ô j k B i B i  +  6 j i B i B k
4 4 4 \
— 2  S k i B i B j  — - S i j B k B i  d -  - B 26 i j 6 k i J
3 a3 (  \
(Jp- _|_ a2£2) [ ^ B A Bl  d" CUqBqBjBk d” €jkqBqB{Bl  d- €jlqBqB{Bk J
^ b (fc2 +  a2B 2) ~ 3 "® BiBjôki — —B B kB[6ZJ d- —B  SX J (C.3)
que é a matriz inversa procurada.
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